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量子力学入門 第八回 水素原子の電子-1    小山 裕 

 

【エネルギー単位について】 

 

エネルギーの単位について確認しておきます。物理あるいは半導体等の分野では、エネルギーの単位

として、エレクトロンボルト eV単位が使われます。これは１個の電子を１Vの電圧で加速したときに、電子

が得るエネルギーとして定義され、１個の電子の電荷量（電子の素電荷）は１．６０２×１０－１９Cですので、 

JeV 1910602.11   となります。 

 

【三次元のシュレジンガー波動方程式】 

先週までは、一個の電子の振る舞い、振る舞いとは波動関数

とエネルギー固有値を求めること・・をシュレジンガーの波動

方程式を解くことで、明らかにしてきました。量子井戸と呼ば

れる、とても狭く場所に関係なく一定値のポテンシャルエネル

ギーを持つ井戸に閉じ込められた一個の電子は、自由電子と

違い、連続的ではなく、離散的なエネルギーの値をとる（量子

化されたといいます）ことが導かれました。その問題は位置の

変数がｘだけの１次元問題でした。また量子箱の三次元問題について、変数分離型の微分方程式の解

法を少し説明しました。 

今週の目的は、中心力場のポテンシャルに束縛される電子の振る舞いについて、シュレジンガー波動

方程式を立てて、それを解くことです。中心力場とは、距離ｒにだけに関係して作用する力のことですか

ら、例えばクーロン力ポテンシャルなどがあります。これは球対称なポテンシャルです。 

具体的な例は、水素原子です。これは、プロトンという正に帯電した陽子１個の周りに、負に帯電した１

個の電子が束縛されている状態です（一体問題）。ちなみに、自然界には、一個の陽子と一個の電子で

出来た核種を持つ通常の水素（H）と、一個の中性子を持つ重水素（D）、二個の中性子を持つ三重水

素（T：トリチウム）があります。トリチウムはベータ崩壊する放射性です。その他、人工的には六個の中性

子を持つ 7重水素まで確認されています。 

正確に考えると、しかし、この場合は厳密には１個の電子だけの問題ではなく、１個の陽子と１個の電子

の２個の粒子が関係した問題です。これを２体問題といいます。しかし陽子(mp=1.67x10-27[kg])は電子

(me=9.11x10-31[kg])の約１８４０倍もの重い質量を持っているので、電子の運動がほとんど陽子の運動に

影響を与えないものと考えます。従って、ほとんど１体問題であるとして考えます。 

電子の電荷は-ｑとすると、陽子からの距離をｒとして、電子が持つポテンシャルエネルギーは、陽子の電

荷が＋ｑですから、 
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 となります。ここで、 0 =8.85418782×10−12 [F(ファラッド)/m]は真空の誘電率

です。 
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従って、先週の１次元のシュレジンガー波動方程式は、
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でしたが、これを３次元に拡張した形式は、３次元のシュレジンガーの波動方程式となって、ポテンシャ

ルエネルギーは、今、径方向にだけ関係しますから 
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 となります。この方程式のポテンシャルエネルギーの項に、先

ほどのクーロンポテンシャルを代入すれば、この問題に対するシュレジンガー波動方程式となります。 

これを具体的に書けば、 
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 となります。 

 

【球座標系】 

このような半径ｒにだけ関係する問題を解く場合に便利な、球座標系を用

いることにします。これまでのｘあるいはｘ、ｙ、ｚといった座標系（デカルト座

標系）よりも、半径ｒと、２つの角度座標の θ と を用いたほうが便利です。こ

こで、微分演算子
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 を、球座標系で表しておきます。ｘ、

ｙ、ｚとｒ、θ、 とは、次の関係にあります。
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 これを微分する

ことは、ｘ、ｙ、ｚの時には、それぞれ Δｘ、Δｙ、Δｚと三方向にちょっとだけ伸ばした時の変化をとったのと

同じように、ｒ、θ、の方向に、Δｒ、Δθ、  とちょっとだけ変えたときの変化を取るのということが、球座標

系で微分をとるということになります。 

従って、ｘ、ｙ、ｚの時の微分要素ΔｘΔｙΔｚ、これは三方向に少しだけ変化させたときの体積変化ΔＶにな

ります。これと同じように球座標系でも、体積要素 ΔＶは  

     ddrdrdrrddrdVV sinsin 2  が球座標系の微小体積要素となります。 

 

【水素原子に対する球座標系のシュレジンガー波動方程式】 

この球座標系を用いた場合、詳しい展開は参考書の付録部分を見て欲しいですが、∇２というシュレジ

ンガーの波動方程式で登場する二階の微分演算子を用いて表すと次のようになります。 
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ｒ、θ、 を含む波動関数Ψを求める。常套手段は、Ψがｒ、θ、だけの３つの関数の掛け算で表され

ると仮定する方法（前回、量子箱の計算で使った変数分離型）を適用することです。つまり 

             rRYrRr ,,,  とする。 
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これ以降は量子力学の問題というわけではなく、純粋に数学の問題なので、このように展開できるという

ことを見てもらえばよい。変数分離型の解法を上の式に適用して式を変形すると、 

 
 

 
 

 
 

0
4

12

,

sin

1

,

1,
sin

sin

1

,

11

2

0

2

2

2

2

2

2















































E
r

qmr

Y

Y

Y

Yr

rR
r

rrR
















 となります。 

この方程式が意味することは、左辺がｒ、θ、φ に無関係にいつもゼロでなければならないということです

ので、ｒだけの項と、θ、φ だけに関係する項が、なんらかのプラスマイナスの定数（＝足し合わせるとゼロ

になる）である、つまり変数ではないということを意味しています。 

仮にｒだけに関する項の定数をプラス λ とおいて、角度にだけ関係する項をマイナス λ とおいておきます。

つまり、 
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これらを足し合わせた元の波動方程式は、いつもゼロになります。シュレジンガーの波動方程式が常に

成り立つわけです。 

ｒにだけ関係する
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 は、Ｒがｒだけの関数なので、偏微

分は全微分となりますから 
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 になります。 

次に、θ と φ に関係するＹという関数も       ,Y  と、θ だけの関数と φ だけの関数の掛

け算であると仮定してみます。つまり変数分離をします。 

また、前と同様に式変形をしていくと、次の形が得られます。 
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となり、Ｒの場合と同様に、θだけの項と φだけの項の足し算で、その足し算がいつもゼロであることが必

要という形になる。前と同様にそれぞれの項の定数をプラス ν とマイナス ν として、 
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 が得られます。 

結局、解くべき微分方程式は 
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の３つの全微分方程式になります。これが水素原子の電子の波動方程式になります。 

 

【Φに関する波動関数】 

これらのうち、
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d
 は割合に簡単に解けそうな形ですので、最初に解きます。こ

こで ν をｍ２とおいてみます。ｍというのは質量のｍと混同しやすいので使いたくは無いのですが、慣例

的に量子数として使っているので、仕方なく使います。 

そうすると
 

  0
2

2









d

d
 は  

 
  02

2

2








m

d

d
 と な り 、  imAe  が

 
  0

2

2









d

d
 を満たす解であることは容易に確かめることができます。 

次にこの波動関数の定数Ａを、規格化の条件で決めます。これは 
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AAAAdAdAeeAd imim ですから

が得られます。 

結局 φ方向の電子の波動関数 Φが   


 ime

2

1
  と得られます。 

これは波動関数の実部を図で表すと、水素原子の電子が円軌道を描いていて、量子数ｍが変化すると

ともに、図のように変わっていくことを意味しています。この量子数ｍを「磁気量子数」と言います。物質

の磁気的性質に関係するからですが、これについては後の講義で説明します。 

量子数 mは整数値で、 ,3,2,1,0 m の値をとることが出来ます。 

波動関数は量子数 mについて「振動的」に変化していることが分かります。 

次に電子の存在確率密度について見てみます。 

存在確率密度  P は、波動関数×（共役複素関

数）波動関数＊で計算できますから、 
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となります。つまり、波動関数は振動的ですが、

電子の存在確率はφ方向に一定の等方的な球

状の分布をしていると言えます。 

 

 


